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Résumé

Nous présentons dans ce papier une preuve constructive de I’identification
a la limite avec probabilité 1 de la classe des automates probabilistes déter-
ministes (PDFA) a coefficients rationnels. L’algorithme utilisé est polynomial
en le nombre de chaines de I’ensemble d’apprentissage. Nous montrons par
ailleurs que sans information supplémentaire, la classe des PDFA ne peut pas
étre apprenable dans le cadre KL-PPAC, cadre PAC adapté au cas probabiliste
qui utilise la divergence de Kullback-Leibler. Nous discutons également I’ utili-
sation d’autres distances.

Mots-clés : Automates probabilistes, Apprentissage PAC, Identification a
la limite.

1 INTRODUCTION

Les automates finis déterministes probabilistes (PDFA) sont largement utilisés
dans un nombre important de domaines de I’informatique et particuliérement en
traitement automatique de la langue naturelle. Il y a donc un besoin pratique de
fournir des algorithmes permettant I’apprentissage de ces modeles a partir d’en-
sembles d’apprentissage. Ces algorithmes se doivent de plus d’étre efficaces tant en
termes de quantité de données nécessaires a leur convergence que dans leurs temps
de réponse.

Du point de vue théorique, il est intéressant de trouver des algorithmes dont on
peut prouver la convergence. Cela a été fait pour certaines sous-classes des PDFA
(Ron et al., 1995).

Il existe plusieurs paradigmes d’apprentissage qui peuvent étre utilisés pour ce
probléme. Dans ce papier, nous utiliserons le concept d’identification a la limite avec
probabilité 1 ou les algorithmes doivent trouver exactement la réponse aprés avoir
perpétré seulement un nombre fini d’erreur. Nous nous intéresserons aussi au cadre
"Probablement Approximativement Correct” (PAC) introduit par Valiant (1984), et
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étendu par Ron et al. (1995). Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement au
cas ou on ne dispose que d’exemples positifs distribués selon une certaines densité
de probabilité que I’algorithme doit retrouver (exactement ou approximativement).
En effet, dans beaucoup d’applications, par exemple dans le domaine du traitement
automatique de la langue naturelle, les exemples négatifs sont particulierement dif-
ficiles a obtenir et, s’ils existent, sont souvent artificiels.

Nous donnons ici un algorithme qui identifie a la limite avec probabilité 1 la classe
des PDFA a coefficients rationnels. La restriction aux coefficients rationnels, ou a
d’autres sous-ensembles énumeérables des réels est évidemment nécessaire et incon-
tournable. Nous prouvons par la ensuite qu’il n’est pas possible d’approximer (dans
un cadre dérivé du cadre PAC) la classe des PDFA sans information supplémentaire
qui restreindrait d’une certaine maniere la classe des automates cibles possibles.

La classe des PDFA a coefficients rationnels est clairement une classe énumérable
de langages et peut donc, en tant que telle, étre identifiée par des méthodes énumé-
ratives (Horning, 1972; Angluin, 1988; Kapur & Bilardi, 1992). Ces algorithmes
sont cependant d’une complexité calculatoire trop importante et sont en pratiques
impraticables sauf pour des problémes triviaux.

L’algorithme que nous présentons ici est lié aux algorithmes de fusion d’états. Il
procede en trois phases :

1. Construction d’une représentation des données sous la forme de I’arbre ac-
cepteur des préfixes probabilistes (PPTA)

2. Détermination de I’ensemble des classes d’équivalence des états qui doivent
étre fusionnés ou qui, en d’autres termes, sont des représentations distinctes
du méme état de I’automate cible. Deux états sont équivalents si leur fré-
quence est supérieure a un certain seuil d’une part et si les distributions qu’ils
représentent sont suffisamment proches. Les états équivalents sont alors iden-
tifiés et fusionnés ce qui permet d’obtenir un automate isomorphe a la cible.

3. Latechnique proposée dans (de la Higuera & Thollard, 2000) est alors appli-
quée pour identifier les probabilités de I’automate.

Cet algorithme est polynomial en le nombre de symboles de I’ensemble d’appren-
tissage, mais nécessite, dans le pire des cas, un nombre exponentiel de données pour
identifier I’automate cible.

Le reste du papier est organisé comme suit : la section 2 présente quelques dé-
finitions; les sections 3 et 4 décrivent I’algorithme et présentent la preuve de sa
convergence. La section 5 définit le cadre KL-PPAC, adaptation du cadre PAC au
cadre probabiliste, et montre que la classe des PDFA ne peut pas étre appris selon
ce critere. Nous concluons par une discussion en section 6.

1.1 Travaux connexes

Cette section discute des travaux traitant de I’apprentissage d’automates probabi-
listes a états finis. Le premier résultat viens de Horning (1972) qui montre que toute
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classe énumérable de langage peut étre identifiée a la limite avec probabilité 1. Le
probléme de cette approche et de celles du méme type (Angluin, 1988; Kapur &
Bilardi, 1992) est qu’elles ne fournissent pas de preuve constructive.

Gillman et al. (1994) étudient pour leur part le probleme de I’inférence exacte de
modeles de Markov Cachés ergodiques définis sur un alphabet binaire. Leur cadre
d’apprentissage permet a I’algorithme de lancer des requétes a un oracle proba-
biliste pour obtenir la probabilité a long terme d’une chaine binaire arbitraire. lls
prouvent que I’inférence est difficile : tout algorithme doit faire appel a I’oracle un
nombre exponentiel de fois. Leur preuve provient de la théorie de I’information et
ne dépend d’aucun pré-requis concernant la séparabilité de certaines classes d’hy-
pothéses.

Plus récemment, des travaux ont été proposés dans le domaine des preuves construc-
tives pour I’identification a la limite avec probabilité 1 de la structure de PDFA (Car-
rasco & Oncina, 1999). Des problemes persistent (comme nous le verrons plus loin)
et la premiéere partie de notre papier se propose de les régler et de clarifier certains
points. Par ailleurs, I’identification a la limite de variables aléatoires a valeurs ra-
tionnelles a été prouvée (de la Higuera & Thollard, 2000). La combinaison de ces
deux résultats amene une preuve constructive de I’identification a la limite de la
classe des PDFA a coefficients rationnels.

L’autre cadre d’apprentissage qui a été massivement étudié est le cadre PAC (PAC
pour Probablement Approximativement Correct). Dans ce cadre, I’objectif est d’in-
férer une bonne solution (i.e. une solution proche de la cible) avec une grande pro-
babilité. Dans ce cadre, les résultats sont quelques peu différents suivant les objets
que I’on veut inférer ou ce que I’on en sait. Abe et Warmuth (1992) montrent que
les automates non déterministes acycliques qui définissent une distribution de pro-
babilités sur X", avec n et ¥ connus, peuvent étre appris en temps polynomial. lls
montrent par ailleurs que la polynomialité de I’apprentissage est perdue lorsque la
taille de I’alphabet fait partie des données.

Kearns et al. (1994) montrent pour leur part, que le modele ne peut étre approximé
si la distribution de probabilité peut étre représentée par un automate fini probabi-
liste défini sur {0, 1}. Plus précisément, ils réduisent le probléme de I’inférence &
celui du probléme des fonctions de parité : il existe une constante 0 < n < % telle
que il n’existe pas d’algorithme efficace pour apprendre des fonctions de parité sous
la distribution uniforme dans le modele PAC avec un bruit de classification 7.

En conséquence, connaitre la classe des objets que I’on cherche a inférer permet
de guider les algorithmes étant donné que les objets traités par Abe et Warmuth
(1992) sont plus complexes que ceux proposés par Kearns et al.. Suivant ce prin-
cipe, Ron et al. (1994; 1995) proposent I’apprentissage d’une classe particuliere
d’automates probabilistes. Ils proposent dans un premier temps un algorithme qui
apprend des arbres de suffixes probabilistes et montrent leur convergence dans un
modele a la PAC. lIs prouvent ensuite le méme genre de résultat avec des automates
acycliques déterministes.
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Nous montrons dans la seconde partie de cet article que les automates cycliques
probabilistes ne peuvent pas étre inférés sans information additionnelle concernant
la cible, comme par exemple une borne sur I’espérance de la longueur des chaines
ou sur I’entropie de la distribution de la cible.

2 DEFINITIONS

2.1 Distributions de probabilités discrétes

¥ est un alphabet fini de symboles. ¥* est le monoide libre généré par X et A
est I’identité de X*, la chaine vide. La longueur d’une chaine s est notée |s|. Une

distribution D sur X* est une fonction de ¥* — [0, 1] telle que ) .. D(0) = 1.

2.2 ldentification a la limite avec probabilité un

Nous traitons ici de I’identification a la limite avec probabilité un que nous no-
terons en abrégé ILP1. Nous considérons une séquence infinie S de chaines tirées
indépendamment conformément & une distribution inconnue D. Nous notons S,
I’ensemble constitué des n premiers éléments de S. Notre algorithme A produit une
hypothése H,, a partir de .S,,.

Définition 1 (ILP1)
A identifie une classe de distributions D a la limite avec probabilité 1 (ILP1) si et
seulement si pour tout D € D, Pr(3nt.q.Vk > n Hy(Sx) = D) =1

Nous utiliserons par la suite I’abréviation presque toujours en lieu et place de la
phrase avec probabilité un pour toutes sauf un nombre fini de valeurs de n.

2.3 Meétrique sur les distributions

Soit deux distributions Dy, D, définies sur ¥*, nous définissons

Définition 2 (distance d..)

d.(D1, Ds) = maxses |Di(s) — Da(s)|

d, est une métrique. Soit une séquence de mots S tirés indépendamment confor-
mément a la distribution D. La distribution empirique des n premiers éléments de
S (notée D,,) sera proche de la distribution D et ce avec une grande probabilité :

Angluin (1988) montre que Pr(d. (D, D,) > 1/%2%8n) < 4n=2 a > 1. Nous

- - 6 1
adopterons par la suite la notation e, = />*08% a > 1
Le modele que nous allons étudier ici differe des modéles généralement utilisés
dans la littérature en ce sens ou il définit une distribution de probabilités sur X*.
D’autres travaux (Kearns et al., 1994; Abe & Warmuth, 1992; Ron et al., 1995)
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traitent de distributions de probabilités définies sur un ensemble fini.

Nous donnons maintenant la définition formelle de notre modéle.

Définition 3 (PDFA)

Un Automate Fini Déterministe Probabiliste (PDFA) est un 5-tuple

=, Q,q1,&,0,v,F) ou X est Ialphabet, Q) est I’ensemble des états, gr € @ est
I’état initial, £ C Q x X x @ x (0,1] est un ensemble de transitions probabilistes.
F:(@Q — [0,1] est la probabilité que I’automate termine dans un état particulier.
Les deux fonctions § ety, de Q x ¥ dans @ et (0, 1] respectivement, sont définies
comme :

0(gi,0) = q; ssi 3 pe(0,1] :(gi,0,q5,p) €&
Y(gi,0) = p ssi 3¢ €Q :(g5,0,45,p) €&

Ces fonctions s’étendent naturellementa @ x X*.

Nous imposons que pour chaque état ¢, 3~ (g, o)+ F“4(g) = 1, que chaque état
est accessible a partir de I’état initial avec une probabilité non nulle et peut générer
au moins une chaine de probabilité non nulle. Sous ces conditions, I’automate définit
une distribution de probabilités sur X*.

vA(qr,z) x FA(8(qr,x)) représentera la probabilité de z selon I’automate A.
Cette probabilité sera noté Pr4(z). Par ailleurs, pour g; € @, I'(g;), définit la dis-
tribution de probabilités obtenue en considérant g; comme état initial.

Soit I un ensemble positif, i.e. un ensemble de chaines appartenant au langage
probabiliste que I’on veut modéliser. Soit PT A(I) I’arbre accepteur des préfixes
construit a partir de 7. L’arbre accepteur des préfixes est un automate qui accepte
uniguement les chaines de I, et dans lequel les préfixes communs ont été fusion-
nés, engendrant une structure d’arbre. Le PPT A(I) est I’extension probabiliste
du PT A(I,) dans laquelle chaque transition est associée a une probabilité dépen-
dant du nombre de fois ou elle a été utilisé lors de la génération (ou de maniere
équivalente I’analyse) de I’ensemble I,

Notons n(q) le compte (ou I’effectif) de I’état ¢, c’est a dire, le nombre de fois ou
I’état ¢ a été utilisée pour générer I a partir du PPT A(1,), et n(q, #) le nombre
de fois ou I’analyse d’une chaine de I finit en q. De méme, n(q, o) représentera
le compte de la transition (g, o, e, e) dans le PPT A(I,). Le PPT A(I,) est I’es-
timation du maximum de vraisemblance de la distribution empirique construite a
partir de I.. En particulier, pour le PPT A(I,) I’estimation de la probabilité d’une

A
transition s’exprime comme : ¥ (¢, 0) = % a € XU {#}.

Un exemple de PPT A est présenté en figure 1.

Définition 4 (dmin)

Pour un PDFA, avec Q comme ensemble d’états, d,in, = mgl ” d«(T'(g:),T(g;))
qi,q; €Q,1F]
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FiG. 1 - PPTA construit avec I+ = {), aac, aac, abd, aac, aac, abd, abd, A, a, ab }

Si dnmin = 0, I"automate peut étre simplifié sans changer la distribution qu’il
engendre en fusionnant I’ensemble des états tel que d.(I'(¢;),I'(¢;)) = 0. Nous
supposerons donc par la suite que dy;n > 0.

Définition 5 (¢)

Etant donné un automate C, et un PPTA construit sur un ensemble de séquences
générées a partir de C' et g un état du PPTA, nous définissons ¢(q) comme I’état de
C qui correspond a I’état q. Plus formelement, ¢(qFFT4) = ¢f etVq,q' € QFFT4,
Vo € ¥ si 67714 (q,a) = ¢' alors 6°(¢(q),a) = ¢(¢').

Définition 6 (Etats équivalents)

Soit C' un automate, et un PPTA construit sur un ensemble de séquences générées a
partir de C, deux états du PPTA seront dit équivalents si ils correspondent au méme
état dans C, i.e. g, est équivalent a g; ssi ¢(q;) = ¢(g;).

3 L’ALGORITHME D’ INFERENCE

Nous pouvons maintenant décrire I’algorithme qui identifie a la limite avec pro-
babilité 1 la classe des PDFA a coefficients rationels.

Algorithme 1: L’algorithme d’apprentissage
Data : S, I’ensemble d’apprentissage et n sa taille, a > 2
Result :Un PDFA
A+ Construire_PPTA(S,);
pour (g;,q;) € Q4 x Q4 faire
L sido(T(qi), T'(5)) < €}y T €nigsr ™) > v/n,n(g;) > /n alors
| A_Fusionner < (g;,q;);

pour (g;,q;) € A_Fusi onner faire
L Fusi on (A,q“q]) )
Identifie_ Proba(A);

L’algorithme procede comme suit : pour chaque n nous avons S,, les n. premiers
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éléments de I’ensemble S. Nous construisons le PPTA de S,, et comptons le nombre
de chaines de S,, qui traversent chaque état.

Nous déterminons ensuite I’ensemble des états qui doivent étre fusionnés, états
dont les distributions des suffixes sont similaires et dont les comptes sont suffi-
samment importants. Nous fusionnons ensuite ces états et déterminisons récursive-
ment le résultat. Nous utilisons enfin I’algorithme d’identification des coefficients
des rationnels (de la Higuera & Thollard, 2000). La différence principale entre cet
algorithme et celui présenté par Carrasco & Oncina (1999) est I’introduction des
contraintes sur les effectifs des états (n(g;) > +/n). Elles nous permettent de satis-
faire les conditions d’utilisation des tests statistiques.

Nous définissons maintenant plus formellement I’algorithme.

Définition 7 (Etats similaires)
Deux états du PPTA g; et g; sont similaires ssi d.(I'(¢;),T'(g;)) < €nia) T €nias)

Définition 8 (Chemins simples et semi-simples)

Etant donné un PDFA, un chemin simple (resp. semi-simple) est une séquence de
transitions qui part de I’état initial et dans laquelle chaque transition apparait au plus
une fois (resp. au plus de deux fois).

Définition 9 (Etats pleins, PPTA plein)

Un état q; d’un PPTA est plein si n(g;) > f(n) ou f(n) est une fonction de n
sub-linéaire non-bornée. Le PPTA est plein si pour chaque chemin semi-simple de
la cible, il existe un chemin correspondant dans le PPTA dont chaque état est plein.

Par sub-linéaire, nous stipulons que le ratio f(n)/n tend vers 0 quand n tend vers
I’infini. Pour fixer les idées, on pourra considérer que f(n) = \/n.

Définition 10 (Bon PPTA)
Soit g; et q; deux états pleins du PPTA. Le PPTA est bon si g; et g; sont similaires
si et seulement si ils sont équivalents.

4 CONVERGENCE DE L' ALGORITHME

Notre algorithme fusionne toutes les paires d’états du PPTA qui sont a la fois
pleins et similaires. Nous prouvons dans un premier temps que le PPTA sera presque
toujours plein, et qu’il sera presque toujours bon.

LE PPTA EST presque toujourSPLEIN

Notons dans un premier temps qu’il n’existe qu’un nombre fini de chemins semi-
simple — en particulier, chaque état ne pouvant apparaitre qu’au plus deux fois, il y a
moins de (|@Q|x|%[)?I?! chemins semi-simples. Chaque chemin aura une probabilité
non nulle qui est le produit des probabilités des transisions qui le constitue, multiplié
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par la probabilité d’arrét du dernier état d’analyse. Si nous considérons le chemin
avec la plus petite probabilité (disons €), le compte (ou I’effectif) de ce chemin,
pour de grandes valeurs de n sera proche de ne, qui deviendra plus grand que f(n)
pour des valeurs suffisamment grandes de n.. Ceci peut étre prouvé formellement en
utilisant par exemple les bornes de Chernov (Feller, 1950).

LE PPTA EST presgue toujours BON

La somme des comptes des états du PPTA sera la somme des longueurs de toutes
les chaines de I’ensemble d’apprentissage (incluant les redondances). L’ espérance
de cette valeur est simplement n fois E[|s|] + 1, valeur qui est finie. En consé-
quence, la somme des comptes du PPTA sera presque toujours inférieure a disons
(2E]|s|]] + 1)n, et donc, par un argument de comptage, le nombre d’états pleins sera
presque toujours inférieur a (2E[|s|] + 1)+/n. Par conséquent, le nombre de com-
paraisons que nous allons faire sera inférieur a 4n(E[|s|] + 1)? = bn, qui est borné
linéairement.

Nous montrons dans un premier temps que deux états pleins et similaires seront
équivalents pour des valeurs suffisamment grandes de n. ¢;, ¢; sont similaires donc,
d«(T(gi),T(g;)) < €n(g:) TEn(q,) & donc, puisqu’ils sont pleins, d.(I'(¢;), T'(g;)) <
26%. Nous savons par ailleurs que ces distributions seront proches des distributions
des états originaux. Donc, avec grande probabilité d.(T'(¢;), T'(¢(g;))) < €n de

a .
-

méme, pour g;. En utilisant I’inégalité triangulaire, il vient d..(T'(¢(g;)), T'(¢(g;))) <
46% avec une probabilité plus grande que 1 — 12n,~%. Vu que dans la cible d,;, >
0, on a, pour toutes sauf pour un nombre fini de valeurs de n, d;in > 46%. Si
nous prenons a > 2, et que nous remarquons que le nombre de paires d’états pleins
est borné linéairement, nous pouvons voir que la probabilité qu’il y ait un erreur
avec n états est bornée par bn12n=%. Or la série bn12n~% converge, et donc, par
application du lemme Borel-Cantelli, il n’y aura qu’un nombre fini d’erreurs.

Réciproquement, nous voulons montrer que les états équivalents pleins seront si-
milaires ; étant donné que les états sont pleins, nous savons que les deux distributions
seront toutes deux proches de la vrai distribution. Un raisonmenent similaire mais
plus simple nous améne a montrer qu’avec probabilité un, il n’y aura qu’un nombre
fini d’erreurs de cette sorte.

LE RESULTAT EST STRUCTURELLEMENT CORRECT

Nous avons montré jusqu’ici que le PPTA sera presque toujours bon. Nous mon-
trons maintenant que si le PPTA est bon et plein, alors le résultat sera structurelle-
ment isomorphe a la cible.

Lorsque les états similaires sont définis, nous les fusionnons. Si deux états a fu-
sionner ont des transitions étiquetées par le méme symbole, nous fusionnons récur-
sivement les états cibles de ces transitions. Nous montrons maintenant que le résultat
de cette procédure est isomorphe a la cible si le PPTA est plein et bon.
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Premiérement, la fusion, et donc la fusion récursive, ne s’appliquera que sur des
états équivalents. En conséquence, nous ne fusionnerons jamais incorrectement.
Chaque état de la cible devant avoir au moins un état plein dans le PPTA, acces-
sible par un chemin semi-simple, nous savons qu’il y aura au moins une copie de
chaque état de la cible dans le résultat. De plus, chaque transition fera partie d’un
chemin semi-simple et fera donc partie de la cible. En conséquence, il y aura dans le
résultat une partie structurellement isomorphe a la cible; par ailleurs il ne peut pas y
avoir d’autre état dans le résultat car sinon, nous aurions une transition qui menerait
en dehors de la partie isomorphique du résultat.

Une technique alternative consisterait a simplement supprimer les états du PPTA
qui ne sont pas bons et pleins.

IDENTIFICATION DES COEFFICIENTS RATIONNELS

La structure de I’automate cible étant identifiable, il nous reste a identifier les va-
leurs des probabilités de I’automate. Ceci sera fait via de I’algorithme de (de la Hi-
guera & Thollard, 2000) que nous présentons maintenant.

Dans une premiére étape, chaque probabilité est estimée par le maximum de vrai-
semblance, i.e. par le nombre de fois ou une transition est utilisée normalisée cor-
rectement. Les auteurs utilisent un arbre de Stern-Brocot (Graham et al., 1992) pour
identifier I’ensemble des valeur rationnelles simples et proches de I’estimation. Ils
choisissent alors la fraction a/b qui est la plus simple dans I’arbre de Stern-Brocot

telle que
m _a < [loglogn )
n b n

Ils montrent alors que cette méthode identifie presque toujours les nombres ration-
nels. En effet, cet algorithme simplifie une estimation empirique comme 101/201 a
une approximation de la forme 1/2.

Etant donné que nous ne ferons, avec probabilité un, qu’un nombre fini d’erreurs
dans I’identification de la structure de I’automate, et étant donné que I’algorithme
sus-décrit ne fera, avec probabilité un, qu’un nombre fini d’erreurs pour identifier les
valeurs des transitions, nous concluons a I’identification a la limite avec probabilité
un de la classe des PDFA.

ANALYSE DE COMPLEXITE

Supposons que nous ayons vu n chaines avec un total de m lettres. Notre algo-
rithme répondra, en un temps polynomial en n + m. La construction du PPTA est
linéaire en m, et il aura au plus m+n états. 1l ne peut y avoir qu’au plus (m+n)//n
états pleins dans le PPTA et donc nous ferons moins de (m + n)?/n comparaisons
de distributions, chacune d’elles ayant une complexité bornée par le nombre d’états
du PPTA. Fusionner une paire d’états et déterminiser récursivement le résultat est
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linéaire en m et nous ne devons faire cette opération qu’au plus m fois. Par consé-
quent, la complexité totale de la technique présentée est O((m + n)3/n).

On note tout de méme que I’algorithme pourra avoir besoin d’un nombre exponen-
tiel de données avant de pouvoir identifier la cible. Cette remarque nous a poussé
a considérer un autre cadre d’apprentissage, le cadre PAC, que nous allons traiter
dans la section suivante.

5 KL-PPAC APPRENABILITE

Dans le méme esprit que le critere présenté dans (Ron et al., 1995) nous proposons
ici une adaptation du cadre PAC au cadre probabiliste

Définition 11 (Divergence de Kullback-Leibler)
La divergence de Kullback-Leibler (Cover & Thomas, 1991) entre deux distribu-

tions Dy, Do, est définie comme D(D1||D2) = 3", D1 (o) log g;gg;

Définition 12 (Apprentissage KL-PPAC)

Nous dirons qu’une classe de distributions C sur ¥* est KL-PPAC apprenable par
un algorithme A si pour chaque cible C € C, pour chaque paramétre de précision
e > 0 pour chaque paramétre de confiance § > 0 et pour une mesure de la taille
de la cible |C|, il existe une fonction q(1/e,1/4,|X],|C|) telle que si la taille de
I’ensemble d’apprentissage excéde q I’algorithme A produit une hypothése H telle
que Pr(D(C||H) > ¢€) < 4.

Nous discuterons plus loin le choix de la divergence de Kullback-Leibler comme
mesure de distance.

5.1 Les PDFA ne sont pas KL-PPAC apprenables

Nous prouvons dans cette section que les PDFA ne peuvent pas étre appris dans
le paradigme KL-PPAC. Supposons qu’il existe un algorithme permettant cet ap-
prentissage. Nous choisissons une valeur particuliére de e et 4, et nous construisons
une famille de PDFA pour lesquels, avec une probabilité supérieure a § I’algorithme
ne verra pas une portion de la cible dans les ¢(1/¢,1/6,|X|,|C|) points de I’en-
semble d’apprentissage dont il disposera. Nous montrons alors que la divergence de
I’hypothése avec la cible peut devenir aussi grande que I’on veut.

Lemme 1
Pour tout PDFA, H, pour toutd > 0 il existe un PDFA a un état C tel que D(C||H) >
d.

S’il existe une chaine s tel que Py (s) = 0 alors, tout C' qui génere s aura une
divergence infinie. Nous supposons donc que H géneére toutes les chaines.
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F1G. 2 — Famille d’automate non apprenable dans le cadre KL-PPAC

Prenons une lettre de I’alphabet et considérons le chemin dans H pour toutes
les chaines de la forme a*. 1l doit y avoir une valeur maximale de la transition de
probabilité pour a dans cette séquence. Appelons cette valeur @.,,q. De méme, il
doit y avoir une valeur maximale pour la probabilité d’arrét, disons ¢,,4,. Donc,
Pry(a®) < af, o tmaz.

Considérons I’automate C, qui possede une seule transition et qui génére a avec
la valeur 1 — p. On a donc Prc(a*) = (1 — p)¥p. Le calcul de la divergence entre
C et H donne:
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Lorsque p tend vers zéro la divergence se comporte comme log « + 1/, qui croit
sans limite. Cela revient a augmenter I’espérance de la longueur des chaines géné-
rées par I’automate et donc I’entropie de la distribution.

Cela signifie que si nous avons un ensemble de chaines dont la somme des proba-
bilités est trés faible, la divergence relativement au sous langage peut étre significa-
tive.

Forts de cet analyse, nous construisons maintenant une famille d’automates (cf
figure 2) non apprenable dans le cadre KL-PPAC : nous considérons les automates
qui avec la probabilité 1 — e; génerent la chaine a et avec la probabilité €; génerent
b et rentre dans un sous automate dont I’espérance de la longueur des chaines est
trés grande, nous ferons probablement une erreur significative. Si nous définissons
€1 suffisamment petit pour que

§>1—(1—¢)ue? 2)

alors, avec probabilité plus grande que 1 — § les données que I’algorithme verra
seront une succession de a. Dans ce cas, nous ne pouvons pas savoir ce que le sous-
automate contient aprés le b. Les automates inférés auront donc une divergence
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par rapport au sous-automate suppérieure a €/e;. On a donc, avec une probabilité
supérieure a 4, une hypothése dont la divergence par rapport a la cible est plus
grande que e.

6 DISCUSSION

Comme mentionné plus haut, la preuve proposée dans (Carrasco & Oncina, 1999)
n’est pas completement satisfaisante car elle ne prend pas en compte les faibles ef-
fectifs des états *. En effet, méme avec de grands ensembles d’apprentissage, il exis-
tera certains états du PPTA qui auront de faibles comptes. Ces états ne satisferont
pas alors les prérequis a I’ utilisations des bornes de Hoeffding (Feller, 1950), bornes
utilisées dans leur algorithme.

D’un autre coté, Ron et al. (1995) prouvent la KL-PPAC apprenabilité d’une sous-
classe d’automates acycliques probabilistes en comparant explicitement les états qui
ont des comptes supérieurs a un certain seuil. Clairement, nous avons besoin d’in-
formation supplémentaire sur la cible afin d’espérer pouvoir réaliser le KL-PPAC
apprentissage des PDFA. L’extension du résultat de Ron et al. a des automates ar-
bitraires nous semble raisonnable étant donné I’'information qu’ils utilisent. Dans
notre contexte, cela correspond a une borne supérieure sur le nombre d’états de
I’automate cible, une borne inférieur sur la valeur de d,,;,, et une information sup-
plémentaire sur I’entropie de la cible ou I’espérance de la taille de I’automate.

Le résultat négatif présenté ici peut sembler en conflit avec le résultat de Abe et
Warmuth (1992) qui prouvent que I’apprentissage au sens PAC peut étre obtenu avec
un ensemble d’apprentissage polynomial si I’on dispose d’une borne sur le nombre
d’états de la cible et si I’on n’a pas de contrainte de complexité calculatoire. Ils
considérent cependant un type d’automate un peu différent qui produit des chaines
de taille finie et consideére les distributions de probabilités sur X™; nous considérons
pour notre part des distributions sur ¥*, ce qui est plus difficile.

6.1 Mesures de distances

Pour mesurer la distance entre la cible et I’hypothése, nous avons utilisé la diver-
gence de Kullback-Leibler. Cette mesure est un choix naturel en raison de ses liens
avec I’estimation du maximum de vraisemblance. De plus la KL divergence borne
supérieurement plusieurs autres distances (par exemple la norme L1). Par ailleurs,
Kearns et al. (1994) rapellent que si nous considérons des distributions sur X", alors,
pour toute cible C, D(C||U) < nlog|X|, ou U est la distribution uniforme. Dans le
cadre de distributions sur X* cette borne n’existe plus. Ainsi, dans un certain sens,
dans notre cas, la divergence de KL est trop contraignante.

Une question plus générale est donc la question de savoir si la tche peut étre
possible si on utilise une autre mesure de distance. Les choix possibles concernant

1. Nous avons géré ce probléme par I’introduction de la notion d’états plein.
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la distance sont 3 | Dy (z) — Dy(x)], la distance quadratique Y (D, (z) — D»(z))?
ou la distance de Hellinger }"(/D1(z) — 1/D2(z))? . D’autres mesures de dis-
tance sont cependant trop faciles étant donné que nous essayons de modéliser des
distributions de probabilités discretes. En particulier, I’ utilisation de la distance d.
définie plus haut, affaiblirait trop le cadre : étant donné qu’il y a au plus 1/e chaines
de probabilité plus grande que €, par I'utilisation des bornes de Hoeffding nous
n’avons besoin que d’un ensemble d’apprentissage de taille n pour apprendre, avec
n > 3t log 2 pour étre sur que Pd.(H,T) > ¢ < §
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